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ボーチャーズ積は，1990 年代に R. Borcherds により発見された直交群上の保型形式の重要な系列
である。ボーチャーズ積は，符号（2, n＋2）の 2 次形式の直交群 G＝O（2, n＋2）に付随する対称領域
D 上の有理型保型形式であり，無限積表示を持つ。また，その因子（零点と極）が Heegner 因子の整
結合として明示的に記述される。これらのことは，一般の保型形式には期待できないことであり，ボー
チャーズ積の著しい特性である。Borcherds は，ある種のボーチャーズ積を用いて，有限群論の最大
の難問であった Moonshine 予想を解決した。Borcherds はこの業績によって，フィールズ賞を受賞し
ている。ボーチャーズ積は，整数論や有限群論以外にも，無限次元リー環論，代数幾何学，超ひも理
論を含む数理物理学へ応用されており，整数論の最も重要なテーマのひとつになっている。研究代表
者は，学外研究参加者の B. Heim 氏との最近の共同研究で，ボーチャーズ積が持つ新しい対称性（積
対称性）を発見した。その後，積対称性の応用として，ボーチャーズ積の様々な性質を研究している。













平成 23 年度は，上に述べたテーマについて，ドイツ工科大学（オマーン）の B. Heim 氏と共同研究
を行った。得られた結果を次に述べる。
とおく。この群は，O（2, 3）に isogeneous である。G は次のように 2 次上半空間
＝｛Z∈ ｜tZ＝Z, Im（Z）＞0｝に作用する：
Γ : ＝Sp2 を 2 次の Siegel modular group とする。Γ上の重み k の正則保型形式の空間を Mk（Γ）と
書く。すなわち，
Mk（Γ）:＝｛F : → ｜F は 上正則，F（γ〈Z〉）＝j（γ, Z）kF（Z）（γ∈Γ, Z∈ ）｝.
F∈Mk（Γ）のフーリエ・ヤコビ展開を，
とする。ここに，x∈ に対して e（x）:＝exp（2πix）とする。m 1 に対し，Fm は weight k，index m
の正則ヤコビ形式である。




において，4 l－r2 が十分小さいとき，c（l , r）＝0 となる。c（l , r）は 4 l－r2 のみによるので，c（4 l－r2）
と書く。
この報告の主結果は次の通りである。
定理 1 F∈Mk（Γ）が次の積対称性を満たすとする：任意の整数 N 2 に対し，
を満たす。ここに，εN は F と N にのみ定まる 0 でない複素数である。このとき次が成り立つ。
（1）φF は × 上正則である。従って，weight 0, index 1 の弱正則ヤコビ形式を定める。
（2）φF の負のフーリエ係数 c（n）（n＜0）は整数である。
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（3）F は φF の Borcherds lift の定数倍である。すなわち，Im（τ）Im（τ'）－Im（ z）2 が十分大きいとき，
ここに，
であり，（m , r, n）＞0 は，n＞0 か n＝0，m＞0 か m＝n＝0，r＞0 を意味する。
定理 1 の証明には，次の正則ヤコビ形式に関する結果が重要な役割を果たす。
定理 2 ψ（τ, z）を weight k, index m の正則ヤコビ形式とし，次の積対称性を満たすとする：任意の整
数 N 2 に対し，









の定数倍に等しい。ここに，（l , r）＞0 は l＞0 か l＝0，r＞0 を意味し，
である。
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Borcherds products and symmetries
Atsushi MURASE
Abstract
We report that, in the case of Siegel modular forms of degree two, the holomorphic Borcherds
products are characterized by multiplicative symmetries. We also report that the holomorphic Jacobi
forms having infinite product expansions are characterized by similar multiplicative symmetries.
Keywords : Siegel modular forms, Borcherds products, multiplicative symmetries, infinite products,
Jacobi forms
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